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1. INTRODUCCION

Estas notas surgieron como parte de un mini-curso dictado por A. Osorno
y M. Rivera en el primer Encuentro Colombiano de Geometria y Topologia
(ECOGyT) que se llevé a cabo en la Universidad Nacional de Colombia sede
Bogota en julio del 2024. La idea es que sirvan como una guia para un primer
encuentro con la teoria de homotopia y técnicas simpliciales -enfatizando en la
intuicién y enunciados importantes - accesible a estudiantes con conocimiento
bésico de topologia general y asi invitar a indagar més profundamente sobre
el tema y sus aplicaciones en distintos campos.

No hemos incluido demostraciones en este documento. La mejor manera
de utilizar estas notas es tratando de entender y demostrar cada enunciado
(lemas, proposiciones, teoremas o aseveraciones hechas en medio del texto)
por cuenta propia sin consultar las referencias o la literatura. Algunos
enunciados son mas dificiles que otros y lo ideal seria que el lector mismo lo
descubra. De completar esta tarea, invitamos al lector interesado en aprender
mas a contactar a alguno de los autores.

Agradecimientos. Los autores agradecen el apoyo de la Universidad Na-
cional de Colombia, sede Bogota y las excelentes condiciones de trabajo
que se ofrecieron durante el ECOGyT, al comité organizador del evento
y a las instituciones Yale University y Purdue University por el apoyo fi-
nanciero. La segunda autora y el tercer autor agradecen el apoyo de NSF
Grant DMS-2204365y NSF Grant DMS-2405405, respectivamente.

2. EQUIVALENCIAS HOMOTOPICAS, EQUIVALENCIAS DEBILES Y GRUPOS DE
HOMOTOPIA

En teoria de homotopia estudiamos espacios topologicos salvo equivalencia
homotopica usando técnicas combinatorias y algebraicas. Para una discusién
mas detallada de los resultados a continuaciéon recomendamos los textos
[Mau96; Hat02; Gra75; May99].

2.1. Homotopia.

Definicion 2.1. Sean X y Y dos espacios topoldgicos.
1
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(1) Sean f: X - Y y f': X — Y dos mapeos continuos. El mapeo f es
homotépico a f’, denotado por f ~ f’, si existe un mapeo continuo

h: X x[0,1] - Y

tal que h(x,0) = f(x) y h(z,1) = f'(z) para todo = € X. Si esto se
cumple, diremos que h es una homotopia de f a f'.

(2) X y Y son homotdpicamente equivalentes si existen mapeos continuos
f: X—=>Yyg:Y — Xtalesque fog~idy y go f ~idx.

Intuitivamente, una homotopia h puede ser vista como una familia
{he: X = Yo

de mapeos continuos parametrizada por el intervalo [0,1] que deforman
continuamente f = hg en f’ = hi. Notemos que la nocién de homotopia
define una relacion de equivalencia en el conjunto de mapeos continuos entre
los espacios X y Y.

e Reflexividad: Si f : X — Y es un mapeo continuo, entonces h(z,t) =
f(z) es una homotopia de f a f.
e Simetria: Sean f: X — Y y g: X — Y dos funciones continuas.
Suponga que f ~ g, esto es, existe h: X x [0,1] — Y continua, tal
que h(z,0) = f(z) y h(z,1) = g(x). El mapeo h': X x [0,1] = Y
definido por
B (z,t) = h(z,1 —t)
es una homotopia entre g y f.
e Transitividad: Ejercicio.
Denotamos por [X,Y] las clases de equivalencia del conjunto de mapeos
continuos entre X y Y bajo la relacién de homotopia. Es decir
[X,Y]={f: X = Y|f es un mapeo continuo }/ ~

Ejemplo 2.2. (1) Los espacios homotdpicamente equivalentes a un punto
se dicen contrdctiles. El disco

D" ={zx e R":||z|]| <1}
es contractil, pero la esfera
Sl ={z eR":||z||=1} c D"
no. Una de las motivaciones para la construccién de invariantes
algebraicos es demostrar rigurosamente enunciados como este tltimo.
(2) Cualquier mapeo

f:8"—=>8"
que no sea sobreyectivo es homotépico al mapeo constante

c: 8" — S"

que colapsa todo S™ a un punto * € S™.
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(3) Existe una biyeccién [S', S'] & Z. En general, para una espacio X
conexo por caminos existe una biyeccién entre [S', X] y las clases de
conjugacién del grupo fundamental de X (ver Section 2.2.1).

(4) Propiedad de levantamiento de homotopia para la inclusién
S"~1 < D", Dados un espacio X, una homotopia

{he: SP1 — X}iepo,)

y un mapeo f: D™ — X, tal que f|gn-1 = hg, existe una homotopia
{hi: D™ — X} extendiendo {hy}yepo,1), i-e. satisfaciendo

%t’S”_l = ht para todo t € [O, ”

con hg = f. Este es un enunciado fundamental en la formalizacion de
la teoria de homotopia de espacios. Invitamos al lector a demostrarlo
siguiendo la siguiente imagen.

(5) Claramente existen espacios que son homotépicamente equivalentes
pero no homeomorfos (todo disco es homotépicamente equivalente,
pero no homeomorfo, a un punto). Una tarea més interesante es
analizar geométricamente la nocién de equivalencia homotdpica entre
variedades de la misma dimensiéon. Por ejemplo, los espacios de
Lens L(7,1) y L(7,2) son dos variedades 3-dimensionales que son
homotdpicamente equivalentes pero no homeomorfas, vea el ejercicio
2 de la seccién 3.E y el ejercicio 29 de la seccién 4.2 en [Hat02].

2.2. Grupos de homotopia y CW-complejos. Las equivalencias ho-
motdpicas entre espacios construidos pegando discos de diferentes dimen-
siones son detectadas por los grupos de homotopia.

2.2.1. Grupos de homotopia. Fijemos el punto base * = (1,0,...,0) € S™.
Sea X un espacio topolégico vy b € X. Consideremos el conjunto de
mapeos puntuados

Maps((S™, %), (X, b)) = {a: ™ — X|a es continuo y «(*) = b}.
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Para «, o’ € Maps((S™, %), (X,b)), una homotopia h: S™ x [0,1] — X entre
ay o es puntuada si h(x,t) = b para todo t € [0,1]. Denotemos por
[(S™, %), (X,b)] el conjunto de clases equivalencia de mapeos puntuados bajo
la relaciéon de homotopia puntuada. Cuando n > 1, podemos definir una
estructura de grupo en [(S™,*), (X, b)] de la siguiente manera:

Sean a: 8™ — X y o’: S™ — X representantes de dos clases en

[(S™, %), (X, b)].

Defina

axa': (8™ %) — (X,b)
como la composicion

Sy gy g AVl x
donde el primer mapeo colapsa la copia de S”! en S™ dada por los puntos
cuya ultima coordenada es 0 y el segundo aplica a a la “primera” copia
de S™ en S"V S™ y o a la “segunda’. Este segundo mapeo lo aplicamos

considerando el punto de identificacién en S™ V S™ como el punto base de
ambas copias de S™.

S
Y
L SZ X
NN e}

Proposicion 2.3. Para todo entero n > 1, la operacion binaria * estd bien
definida en el conjunto [(S™,*),(X,b)] y define una estructura de grupo.

Para n > 1, el grupo ([(S™, *), (X, b)], *) es llamado n-grupo de homotopia
de (X,b) y se denota por m,(X,b). El grupo m(X,b) (que consiste en clases
de homotopia puntuada de caminos que comienzan y terminan en b, con la
operacién binaria inducida por concatenacién de caminos) se conoce como
el grupo fundamental de X en by fue introducido por Poincaré en el 1895
en el articulo Analysis Situs. Este puede ser un grupo arbitrario, es decir,
para cualquier grupo G existe un CW-complejo puntuado (X,b) tal que
m1(X,b) = G. Para aprender més sobre el grupo fundamental (y su intima
relacién con espacios recubridores) sugerimos ver [Osol8; Mas77].

Cuando n > 2 todos los grupos de homotopia m, (X, b) son grupos abelianos.
Cuando n = 0, m(X) = [(S° %), (X,b)] es el conjunto de componentes
conexas por caminos de X, en general no tiene estructura de grupo.
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Un mapeo puntuado f: (X,b) — (Y, ¢) induce un homomorfismo de grupos
Tn(f): (X, 0) = (Y, ¢)
definiendo
m™(f)la] = [f o al.
Ademds, se tiene que m,(g o f) = mu(g) o T (f) vy ma(idx) = idy, (xp)-
Proposicién 2.4. Si f: (X,b) — (Y,¢) y f': (X,b) — (Y,¢) son mapeos

homotdpicos por medio de una homotopia puntuada entonces 7, (f) = mn(f")
para todo n > 0.

Definicién 2.5. Un mapeo continuo f: X — Y es una equivalencia débil de
espacios topoldgicos si

Wn(f): 7Tn(X7 b) - ﬂ'n(Y’ f(b))

es un isomorfismo para todo para todon >0y b e X.

En general, es muy dificil calcular grupos de homotopia explicitamente.
Todavia no sabemos todos los grupos de homotopia de las esferas y calcularlos
sigue siendo uno de los problemas principales de la topologia algebraica en
el cual se han obtenido nuevos resultados recientemente. Algunos resultados
bésicos sobre grupos de homotopia de esferas son los siguientes.

Teorema 2.6. Para todon > 1 existen isomorfismos de grupos m,(S™, *) = Z
y me(S™, %) =0 cuando 0 < k < n.

El siguiente resultado muestra que los grupos de homotopia de esferas
exhiben un fenénmeno de estabilidad.

Teorema 2.7. Para todon >0 y k > 1 existe un homomorfismo natural de
grupos
e (S™, %) — 7Tk+1(5"+1, *)

que es un isomorfismo para k < 2n — 1.
2.2.2. CW-complejos. Un CW-complejo es un espacio topologico X constru-
ido de la siguiente manera:

(1) Comenzamos con un conjunto discreto X". Este conjunto lo pensamos
como los “vértices” del espacio que vamos a construir.

(2) Construimos inductivamente un espacio X" pegando un conjunto de
n-discos {D7} a X" ! a través de mapeos continuos

Va: gnl o oDy, — xnt

usando la topologia de cociente. Esto es,
X" = (X" |DR)/ ~
[0

donde x ~ ¢4 (x) para todo = € OD!.
(3) X = U,2, X" con la siguiente topologia: U C X es un conjunto
abierto si y solo si U N X™ es un conjunto abierto para todo n.
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Un espacio topolégico X puede ser un CW-complejo de muchas maneras
distintas. Cuando especificamos una descomposicién particular dada por la
informacién de una sucesién anidada de espacios

x'cxtlcx?c...cx"c...
y una coleccion de mapeos continuos
{a: 8"t = X" 1} o7 paratodon >1

que satisfacen los axiomas de la definicion, la llamamos una estructura de
CW-complejo para X.

Ejemplo 2.8. Algunos ejemplos de espacios que admiten una estructura de
CW-complejo son: grafos, la n-esfera S™, el n-espacio proyectivo real RP",
el n-espacio proyectivo complejo CP™, el n-Grassmaniano (real o complejo)
Gr,, la realizacion geométrica de un complejo simplicial, variedades suaves
compactas y la realizaciéon geométrica de un conjunto simplicial (como
veremos mas adelante).

Los siguientes son resultados mas profundos. Toda variedad topolégica
cerrada de dimensién n, n # 4, admite una estructura de CW-complejo. La
pregunta sobre si una variedad topoldgica cerrada de dimensién 4 admite
una estructura de CW-complejo sigue abierta. Sin embargo, no es tan
dificil demostrar que toda variedad topolégica compacta es homotopicamente
equivalente a un CW-complejo [Hat02, Corollary A.12].

Si X y Y son CW-complejos tales que X se obtiene pegando un conjunto
finito de discos, y Y pegando un conjunto contable de discos, entonces
el espacio de mapeos Maps(X,Y) (con la topologia compacto-abierta) es
homotépicamente equivalente a un CW-complejo. En particular, el espacio
Maps(S*, S™) es homotdpicamente equivalente a un CW-complejo [Mil59)].

Ejemplo 2.9. Existen espacios topoldgicos que no admiten una estructura
de CW-complejo. Un ejemplo de esto esta dado por el circulo de Warsaw:

Wz{(m,sin(1>) :0<x§1}u{(0,y):—1§y§1}UC’,

X

donde C' es un camino de (0, —1) a (1,sin(1)). Note que aunque W es conexo
por caminos, no es localmente conexo por caminos y todos los CW-complejos
lo son.

Las equivalencias homotépicas débiles son detectadas por conjuntos de
clases de homotopia de mapeos desde todos los CW-complejos en el siguiente
sentido.

Teorema 2.10 (Whitehead). Un mapeo continuo f: X — Y entre espacios
topoldgicos es una equivalencia débil si y solo si para todo CW-complejo Z el
mapeo
f«: 2, X] = [Z2,Y]
definido por
fer (@ Z = X) = (fop: Z—=Y)
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es biyectivo.

Idea de la demostracién: aplicar varias veces que la inclusiéon S™ — D"
satisface propiedades de extension y levantamiento de homotopias; vea el
ejemplo 4 y el Teorema “HELP” en [May99].

Corolario 2.11. Sean X yY CW-complejos. Un mapeo continuo f: X =Y
es una equivalencia débil si y solo si es una equivalencia homotdpica.

Demostracion. Sea f una equivalencia débil. Entonces, por el teorema
anterior, el mapeo [Y, X| — [Y, Y] es sobreyectivo, por lo que existe algtin
g: Y — X tal que fog ~idy. Esto implica que fogo f ~ f. Pero también
sabemos por el teorema anterior que el mapeo [X, X| — [X,Y] dado por
@ — f o es inyectivo, asi que g o f ~idx. La direccion conversa sigue del
hecho de que dos mapeos homotdpicos inducen el mismo mapeo en grupos
de homotopia (teniendo cuidado con los puntos bases). O

2.3. Motivacién para estudiar teoria de homotopia. La teoria de
homotopia ha sido util en otras dreas de la matematica. Algunos ejemplos
son los siguientes.

(1) Muchos problemas geométricos se reducen a calcular [X,Y] para
dos espacios X y Y que codifican o parametrizan informacion del
problema en consideracién y estructuras algebraicas en este conjunto.
Por ejemplo, consideremos un espacio X que se comporte de buena
manera (paracompacto). Existe una biyeccién natural entre el con-
junto de clases de isomorfismo de fibrados vectoriales de rango n
sobre X y el conjunto [X,Gry], donde el espacio Gry, llamado el
n-Grasmanniano y estd definido como el conjunto

Gr,, = {subespacios n-dimensionles de R*}

equipado con una topologia apropiada [Mit01].

(2) Problemas de clasificacién de estructuras geométricas en variedades
salvo alguna nocién equivalencia a menudo se reducen a calcular
grupos de homotopia. Por ejemplo, el isomorfismo de Thom y Pontr-
jagin nos dice que variedades suaves con una “estructura tangencial”
consideradas salvo cobordismo estan completamente determinadas
por los grupos de homotopia de cierto espacio universal asociado a la
estructura tangencial. [Mil97]

(3) Usando K-teoria algebraica se pueden reducir algunos problemas
dificiles y profundos de algebra y teoria de nimeros a calcular grupos
de homotopia (usualmente dificiles de calcular explicitamente).

(4) Las construcciones bésicas de la teoria de homotopia de espacios
se pueden abstraer usando teoria de categorias y convertirse en un
formalismo aplicable a otras areas de las matematicas en donde la
nocion de isomorfismo se reemplaza por una mas flexible. Algunas
areas donde el formalismo abstracto de la teoria de homotopia se ha
utilizado efectivamente son: algebra homoldgica, fisica matematica,
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geometria simpléctica, teoria de representaciones, geometria alge-
braica, hasta ciencia de computacion.

3. CONJUNTOS SIMPLICIALES

La teoria de conjuntos simpliciales provee un modelo combinatorio para
la teoria de homotopia de espacios topoldgicos. El concepto de conjunto
simplicial es una abstraccion del concepto de complejo simplicial. La idea
central es describir un espacio (salvo equivalencia débil) con una “receta
combinatoria” de como construirlo. Algunas diferencias entre los conceptos de
complejo simplicial y conjunto simplicial son 1) los simplices de un conjunto
simplicial estdn coherentemente orientados, 2) los simplices de un conjunto
simplicial no tienen que estar determinados por sus vértices y 3) los conjuntos
simpliciales incluyen la informacién de simplices “degenerados”. FEn este
documento solo discutiremos conjuntos simpliciales. Para una introduccion al
formalismo de conjuntos simpliciales con muchas ilustraciones y mas detalles
recomendamos [Fril2].

Los componentes basicos para definir los conjuntos simpliciales son los
ordinales finitos y funciones no decrecientes entre ellos.

Notaciéon 3.1. Dado un entero n > 0, [n] denota el conjunto ordenado
{0 <1< ---<n}. Param,n >0, A([m], [n]) denota el conjunto de funciones
no decrecientes [m| — [n], i.e.

A([ml, [n]) = {f: [n] = [m]| si i <j entonces f(i) < f(5)}-

Definicion 3.2. Un conjunto simplicial X consiste de

e para cada n > 0, un conjunto X,;
e para cada funcién no decreciente f: [m] — [n], una funcién

5 X0 — X,

tales que
id"=id y (gof)'=fog"
Otra notacién comun para f* es X(f).

Ejemplo 3.3. Dado p > 0, tenemos el conjunto simplicial AP, llamado el
simplice estdndar, definido como

(A7) = A([n], [p])-
Para f: [m] — [n], el mapeo f*: (AP),, — (AP),, es dado por composicién.

Los conjuntos simpliciales se pueden definir en términos de una coleccién
mas pequeila de mapeos.

Notacion 3.4. Dado n y 0 < i < n, consideremos la funcién

d:[n—1] = [n]
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definida como
T six <1

r+1 six >z,

es decir la funcién que salta i. Estas funciones se llaman cocaras. Similar-
mente, consideremos la funcién

s [n+ 1] — [n]

di(z) =

definida como
; x six <1
s'(z) = .
r—1 sixz>1,
es decir la funcién que repite 7. Estas funciones se llaman codegeneraciones.
Esta coleccion de funciones genera todas las funciones no decrecientes
[m] — [n], en el sentido del siguiente resultado. Estas funciones satisfacen
una familia de identidades, llamadas las identidades cosimpliciales.

Lema 3.5. Toda funcién no decreciente f: [m] — [n] se puede escribir como
el compuesto de cocaras y codegeneraciones. Las cocaras y codegeneraciones
satisfacen las siguientes identidades:

dd=ddsii<j
Sdt=d's’ ! sii<
sldd =id = s/ @it
Sd=d sl sii>j+1
gt — gigitl

s’s sii < j.

Este resultado implica directamente el siguiente corolario.

Corolario 3.6. Un conjunto simplicial X esta completamente determinado
por la coleccion de conjuntos X, paran > 0, y para todo 0 < i < n, funciones
di: Xn — Xn—la
S;: Xn — Xn+1a

las cuales deben satisfacer las identidades simpliciales:

didj = dj_ldi s11 <]

diSj = ijldi s11<J

dij =id = dj+18j

diSj = dei,1 stt>5+1

SiSj = sj+1si St 1 S ]

Si X es un conjunto simplicial, un elemento x € X, se dice ser degenerado

six = s;(y) paraalgin 0 <i<n—1yy € X,_1. De lo contrario, x se dice
ser no degenerado. Por ejemplo, una cuenta sencilla revela que el nimero de

elementos no degenerados en (AP),, es (p ;fbl) cuando 0 < n < py 0 cuando
n > p.
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Ejemplo 3.7. Dado un grupo G con identidad e, definimos el espacio
clasificante BG como el conjunto simplicial con (BG), = G", y caras y
degeneraciones:

(92, 9n) sii=0;
di(g1,--,9n) = S (91, Git1 " Gis- -, 9n) s10<i<m
(9151 9n-1) sii=n,
(e,91,---y0n) sii=0;
$i(g1s--59n) = (91,1 Gir€,Git1, -, gn) s10<i<n;
(g1,---,9n,€) sii=n.

De hecho, esta construccién se puede generalizar para de la siguiente manera.
Dada una categoria C (ver la Definicién 4.1), definimos el nervio de C como
el siguiente conjunto simplicial. Los n-simplices estan dados por

(NCn = {(f1,- -, f)lfi € Cls(fo), t(fi) v t(fi) = s(fir1)},

donde s(f;) y t(fi) denotan el dominio y el rango de un morfismo f; en C,
respectivamente. En otras palabras, el conjunto de n-simplices de NC estd
dado por todas las secuencias componibles

fnfl n
IL‘of—l>:L'1f—2>"'—>l'n71 f—>{L‘n

de n morfismos en C. Las caras y degeneraciones estan definidas por:

(f2r-- - fn) si i = 0;
di(fl»---,fn): (fl,...,fi+10fz‘,...,fn) si0<i<m;
(fi,-es fam1) sii=n,
(ids(fl))flv"')fn) Sii:O;
Si(fl,...,fn): (fl)"'7fiaidt(fi)7fi+17"‘7fn) si0<i<mng
(fis- s faridecr,)) sii=n.

Note que si consideramos un grupo G como una categoria con un objeto
entonces BG = NG.

Ejemplo 3.8. Para todo espacio topolégico X podemos construir un conjunto
simplicial llamado el complejo singular de X, denotado por Sing(X ), definido
de la siguiente manera. Primero consideremos el espacio topolégico

A”:{(ﬂjo,...,{]}n)GRH+1|$O+...+xn:17xiZO}

llamado el n-simplice topoldgico. Para todo i = 0,...,n tenemos mapeos
continuos (de hecho, lineales)

d': A" — A"

st AT 5 AT
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definidos por

di(.Z'(), .o .,xn) = ((L‘(),. . .,xi_l,O,xiH, v ,l‘n)

Si(.%'(), - 751371-{-1) = (:L'(), ey L1, Tf + L1, Tit2, - - - ,mn),

respectivamente. Los mapeos d' y s* satisfacen las identidades del Lema 3.5.
El conjunto simplicial Sing(X) esta dado por

Sing(X), = {o: A" — X|o es un mapeo continuo }
con caras y degeneraciones
d;: Sing(X), — Sing(X)n—1

st Sing(X )y — Sing(X)n+41

dados por

di(c) =cod
y

si(0) =0 os,
respectivamente.

Ejemplo 3.9. Para todo conjunto simplicial S podemos construir un espacio
topoldgico llamado la realizacion geométrica de S, denotado por |S|, definido
de la siguiente manera:

|51 =TT (Snx A")/ ~

donde ~ es la relacién de equivalencia generada por (z,d'(t)) ~ (d;(z),t) para
todo (z,t) € S, x A" Ly (y, s'(u)) ~ (s;(y), u) para todo (y,u) € S, x A™F1,
En otras palabras |S| es el espacio topolégico obtenido pegando una copia de
A" para cada elemento de S,, de acuerdo a las caras y degeneraciones de S.

Ejemplo 3.10. Sean S y S’ conjuntos simpliciales con caras y degeneraciones

denotadas por df , sf y df', sf,, respectivamente. El producto cartesiano de

S y S’, denotado por S x S’, es el conjunto simplicial dado por
(S xS, =5, xS,
con caras y degeneraciones dadas por
a5 = df x d¥'
sfxsl =57 x s

Definicién 3.11. Si X y Y son conjuntos simpliciales, un mapeo simplicial
(o morfismo de conjuntos simpliciales) f: X — Y consiste en un conjunto de
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funciones {f, : Xn — Yn}nez., tal que para todo morfismo © : [m] — [n], el
siguiente diagrama

X, fn
_—

=5

0*=Y(0)

G*X(G))l

Xm

—

3

fm
conmuta; es decir Y(©) o f,, = f, 0 X(O©).

La teoria de conjuntos simpliciales se podria desarrollar sin la informacién
de degeneraciones. Sin embargo, incluir esta informacién garantiza la exis-
tencia de un homeomorfismo natural de espacios topolégicos

1S x S| =8| x |5].
4. TEORIA DE CATEGORIAS

La teoria de categorias es un lenguaje o marco tedérico que nacié en el
contexto de topologia algebraica con la motivacién de establecer relaciones,
analogias y equivalencias entre estructuras y construcciones provenientes de
distintas areas de las matematicas. Para una introduccién a la teoria de
categoria recomendamos los textos [Mac98; Riel6].

Definicion 4.1. Una categoria C consiste de la siguiente informacién:

e una coleccién Ob(C) cuyos elementos se llaman objetos,

e para todo par de objetos z y y en Ob(C), una coleccién C(z,y) cuyos
elementos se llaman morfismos,

e una regla de composicion que para todo xz,y,z € Ob(C), f € C(x,y)
y g € C(y, 2), asigna un morfismo go f € C(z,2) y

e para todo objeto x € Ob(C) un morfismo id, € C(z,x) llamado la
identidad en x.

Esta informacion se requiere estar sujeta a las siguientes propiedades:

e [a regla de composicion es asociativa: para todo f € C(x,y),g €
C(y,z) y h € C(z,w) se tiene que

(hog)of=ho(gof)
e la regla de composicion es unitaria: para todo f € C(x,y), se tiene
que
idyof=f=foid,.
En general, la coleccion de objetos una categoria no forman un conjunto,
mas bien, una clase propia en el sentido de teoria de conjuntos. Este detalle
técnico no deberia preocupar al lector por ahora, ya que nunca consideraremos
todos los objetos de una categoria cuyos objetos no forman un conjunto como
una totalidad para hacer alguna construccién. En la mayoria de nuestros
ejemplos, para todo par de objetos x y y en una categoria C, la coleccion



TEORIA DE HOMOTOPIA USANDO CONJUNTOS SIMPLICIALES 13

de morfismos C(z,y) serd un conjunto. Esto es un principio importante de
la teoria de categorias al nivel que la estaremos discutiendo: en muchas
ocasiones no nos interesa trabajar con todos los objetos a la vez pero si con
los morfismos entre cada pareja de objetos.

Un morfismo f € C(z,y) es un isomorfismo si existe f~! € C(y, ) tal que
fof T =idyy fof=id,.

Aveces abusaremos un poco de la notacién y escribiremos x € C cuando x
es un objeto de C.

Muchas clases de objetos matematicos familiares forman una categoria
como muestran los siguientes ejemplos.

(1)

La categoria Set tiene conjuntos como objetos y funciones como
morfismos.

La categoria Top tiene espacios topolégicos como objetos y mapeos
continuos como morfismos.

La categoria hoTop tiene espacios topolégicos como objetos y clases de
homotopia de mapeos continuos como morfismos, i.e. hoTop(X,Y) =
[X,Y].

La categoria Man tiene variedades suaves como objetos y mapeos
suaves como morfismos.

La categoria Gp tiene grupos como objetos y homomorfismos de grupo
como morfismos. Las categorias Mon, R-Mod, y F-Vect, Rings de
monoides, médulos (derechos o izquierdos) sobre un anillo R, espacios
vectoriales sobre un campo F'y anillos, respectivamente, se definen
de manera similar; en todos los casos los morfismos son mapeos que
preservan la estructura algebraica.

La categoria A tiene como objetos

Ob(A) = {[n]|n € Z>o}

y funciones f: [n] — [m] no-decrecientes como morfismos.

La categorfa sSet tiene conjuntos simpliciales como objetos y mapeos
simpliciales como morfismos.

Para todo monoide M podemos definir una categoria BM con un
solo objeto % y morfismos BM (x,*) = M. La regla de composicién
estd determinada por la multiplicacion de M y la identidad en * por
la identidad de M.

Para todo espacio topolégico X podemos definir una categoria PX
de la siguiente manera. Los objetos de PX son todos los puntos
de X, es decir, Ob(PX) es el conjunto subyacente de X. Para todo
a,b € Ob(PX) definimos un conjunto de morfismos como

PX(a,b) = {(v,7)lr €[0,00),7: [0,r] = X
es un mapeo continuo y v(0) = a,~y(r) = b}.

Es decir, PX(a,b) es el conjunto de caminos continuos de a a b
parametrizados por un intervalo [0, r] para algin pardmetro r (no
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(11)

(12)

(13)
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fijo). La regla de composicién estd definida por concatenacién de
caminos sumando los parametros correspondientes. La identidad
en a € X es el camino constante id,: [0,0] = {0} — X, id,(0) =
a. Los conjuntos de morfismos PX(a,b) pueden ser considerado
como espacios topoldgicos con la topologia inducida por la topologia
compacto-abierta. Bajo esta topologia, la composicion de morfismos
PX es un mapeo continuo.

Sea mo(PX (a,b)) el conjunto de componentes conexas por caminos del
espacio topolégico PX (a,b) del ejemplo anterior. Para todo espacio
topolégico X defina una categoria I1(X) cuyos objetos son todos los
puntos de X y para todo a,b € X,

II(X)(a,b) = mo(PX (a,b)).

La composicién estd inducida por concatenacién de caminos y la
identidad en a € X es la clase de equivalencia de id, en mo(PX (a, a)).
Todo morfismo en II(X) es un isomorfismo. El inverso de un morfismo
es representado por recorrer el camino correspondiente en la direccién
opuesta. La categoria II(X) se llama el grupoide fundamental de X.
Note que podemos identificar I1(X)(b,b) con el grupo fundamental
1 (X, b) .

Un conjunto parcialmente ordenado (P, <) define una categoria con
objetos los elementos de P y para todo par ¢,7 € P un morfismo
Unico de 7 a j si y solo si i < j.

Un grafo dirigido G define una categoria PG con objetos los vértices
de Gy, para todo par de vértices v y w, PG(v,w) es el conjunto de
caminos dirigidos de v a w. Los morfismos de identidad se anaden
formalmente para cada vértice v € G. La regla de composicion es
dada por concatenacién de caminos.

Para toda categoria C podemos definir una nueva categoria C°? con
morfismos C°(x,y) = C(y,x) y regla de composicién f o? g = go f.
En otras palabras, C°P es la categoria que obtenemos virando la
direccién de todos los morfismos de C.

Definicion 4.2. Sean C y D categorifas. Un funtor F' : C — D consiste en la
informacién de

un objeto F(z) € Ob(D) para todo objeto z € Ob(C) y
un morfismo F(f): F(z) — F(y) en D para todo morfismo f: z — y
en C

tal que para todo par de morfismos f: x — yy g: y — 2z en C tenemos que

Flgo f)=F(g)o F(f)

y para todo objeto z € C tenemos que

F(id,) = idp ).
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La coleccién de categorias se puede organizar como una categoria. Denote-
mos por Cat la categoria cuyos objetos son categorias y cuyos morfismos son
funtores.

Una categoria enriquecida en espacios topoldgicos consiste en un categoria
C con la estructura adicional de una topologia en cada conjunto de morfismos
C(z,y) tal que la regla de composicién

Cly,z) x C(z,y) — C(x, 2)

(g, f)—gof

es un mapeo continuo. Las categorias enriquecidas forman una categoria
Cattop con morfismos los funtores F': C — D tal que el mapeo inducido en
morfismos

F: C(z,y) = D(F(z), F(y))
es continuo. Por ejemplo, para todo espacio topoldgico X, la construccion

P(X) del ejemplo 9 define una categoria enriquecida en espacios topol6gicos.

Ejemplo 4.3. Continuamos con una lista de ejemplos de funtores. Note que
en todos estos ejemplos hay una manera “natural” de definir cada funtor al
nivel de morfismos.

(1) Funtor de componentes conexos
my: Top — Set

y funtor de grupo de homotopia
7y ¢ Top, — Gp

para cada n > 1
(2) Funtor de grupo de homologia singular

H,: Top — Z-Mod

para cada n > 0 (el cual no hemos definido en este documento pero es
un invariante importante de espacios topoldgicos; vea [Hat02; May99;
Vic94])

(3) La construccién X — P(X) del ejemplo 9 define un funtor

P: Top — Catrop.

(4) El grupoide fundamental X — II(X), construido en el ejemplo 10,
define un funtor

II: Top — Cat.
(5) El funtor de olvido
U : Gp — Set

“olvida” las operacion binaria de un grupo y solo “recuerda’” el conjunto
subyacente.
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(6) El funtor de olvido
U: Top — Set

“olvida” la topologia de un espacio y solo “recuerda” el conjunto
subyacente.
(7) El funtor de olvido

U: Top — Set
induce otro funtor (abusando de la notacién)
U: Catrop — Cat

que olvida la estructura de espacio topoldgico en los morfismos de
una categoria enriquecida en espacios topolégicos.
(8) El funtor grupo libre

F:Set — Gp

que envia un conjunto S al grupo libre F'(S) generado por S.
(9) El funtor

F: Set — Top
que envia un conjunto S al espacio topolégico dado por S con la

topologia discreta (todos los subconjuntos de S son abiertos).
(10) El funtor F': Set — Top induce un funtor

F: Cat — Catrgp.

(11) Sea X un espacio topoldgico y Ox la categoria cuyos objetos son
conjuntos abiertos en X y morfismos son inclusiones. Tenemos un
funtor

C: OF — Rings
que asigna a cada abierto U C X el anillo

C(U,R) ={f: U — R|f es una funcién continua}

y a cada inclusién i: U < V el mapeo de restriccién i*: C(V,R) —
C(U,R) correspondiente.
(12) El nervio de una categoria, discutido en el ejemplo 3.7, define un

funtor

N: Cat — sSet.
Note que, si consideramos [n] = {0 - 1 — --- — n} como una
categoria, tenemos que el conjunto de n-simplices del nervio esta
dado por

N(QC),, = Cat([n], Q).
(13) El complejo singular de un espacio, discutido en el ejemplo 3.8, define
un funtor
Sing: Top — sSet.
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(14) La realizacién geométrica de un conjunto simplicial, discutida en el
ejemplo 3.9, define un funtor

| —|: sSet — Top.
Notemos que un conjunto simplicial se puede interpretar como un funtor
X : AP — Set

con X([n]) = X,,. Bajo esta perspectiva, los morfismos de conjuntos simpli-
ciales son transformaciones naturales de funtores, una nocién definida de la
siguiente manera.

Definicion 4.4. Sean C y D categorias y
F,G:C—>D
dos funtores. Una transformacion natural o de F' a GG, denotada por
a:C= D,
es una colecciéon de morfismos
oy F(x) = G(x)
para todo objeto x en C, tal que para todo morfismo f : x — y en C, el

siguiente diagrama

E(f) G(f)

Fly) ——— G(y)

Qy
conmuta; es decir, G(f) o ap = a0 F(f).

Dadas dos categorias C y D podemos definir una nueva categoria Fun(C, D)
con funtores C — D como objetos y transformaciones naturales como morfis-
mos. En particular, sC = Fun(A°P, C) se conoce como la categoria de objetos
simpliciales en C.

Ejemplo 4.5. Algunos ejemplos de transformaciones naturales son los
siguientes:
(1) Sean F': Set — Gp y U : Gp — Set los funtores de los ejemplos 8 y
5, respectivamente. Para todo conjunto S definimos un morfismo
ng : S — UF(S) por ns(s) = s. Para todo grupo G, definimos un
morfismo eg: FU(G) — G por eg(g1-..9n) = g1 * ... * g, donde x*
denota la multiplicaciéon de G. Las colecciones de morfismos ng y g
definen transformaciones naturales

n: idSet = UF

y
e: FU = idgp,

respectivamente.
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(2) De manera similar al ejemplo anterior podemos definir transforma-
ciones naturales id = UF' y €: FU = id para las parejas de funtores
(U, F) de los ejemplos 9 y 6 y de los ejemplos 10 y 7.

(3) Considere los funtores

Top, o, Gp

Top, i> Top —Ii”—> Gp

donde el funtorJ simplemente olvida el punto base de un espacio
puntuado. Para todo espacio puntuado X, sea

hx: m(X) = Hp(JX)

el morfismo de grupos determinado de la siguiente manera. Sea k,, €
H,(S™) = Z un generador de la n-homologia de la n-esfera. Para una
clase [o: 8" — X] € 7, (X) defina hx (o) = Hp(0)(kn) € Hp(JX).
La coleccién de morfismos hx determina una transformacioén natural

h:m, = H,J

conocida como la transformacion natural de Hurewicz.
(4) Siguiendo los ejemplos en 4.3, considere los funtores

Top L Catrop

I F
Top — Cat — Catop.

Para todo espacio X consideremos el funtor mx : U(P(X)) — II(X)
que es identidad en objetos y a nivel de morfismos de una categoria
enriquecida en espacios topoldgicos aplica el funtor de componentes
conexos con la topologia discreta. La coleccién de funtores wx
determina una transformacién natural

m: P = FII.

5. EQUIVALENCIA ENTRE ESPACIOS TOPOLOGICOS Y CONJUNTOS
SIMPLICIALES

Para todo conjunto simplicial S hemos definido un espacio topolégico |S| y
para todo espacio topolégico X un conjunto simplicial Sing(X). Discutiremos
las siguientes preguntas:

(1) {Qué tipo de espacio topoldgico es |S| y qué tipo conjunto simplicial
es Sing(X)? ;Cuédles son sus propiedades esenciales?

(2) ;Cuénto“recuerda” Sing(X) de X y |S| de S? ;En qué sentido sSet
y Top son equivalentes?

(3) (En qué sentido un espacio X o conjunto simplicial S se parece a
una categoria?



TEORIA DE HOMOTOPIA USANDO CONJUNTOS SIMPLICIALES 19

Para una discusion mas detallada sobre los resultados de esta seccién vea
[Fril2; GJ09; May92; Cur71; Lur24].

5.1. Realizacion geométrica y complejo singular. Recordemos que
en los ejemplos 3.9 y 3.8 definimos los funtores de realizacion geométrica
y complejo singular, respectivamente. Para todo conjunto simplicial S el
espacio topolégico |S| es construido pegando copias de simplices topolégicos
de manera similar a la que un CW-complejo se construye pegando copias de
discos y por ende no es dificil concluir lo siguiente.

Proposicién 5.1. Para todo conjunto simplicial S, |S| es un CW-complejo.

Denotemos por ¢, el tinico simplice no-degenerado en (A™),,. Este elemento
coresponde a la identidad idp, : [n] — [n] bajo la definicién

(A")n = A([n], [n])-
De hecho, existe una biyeccién natural
(5.2) Sy = sSet(A", S)

para todo S € sSet que envia un elemento o € S, al morfismo de conjuntos
simpliciales A™ — S determinado por ¢, — o. Note que todos los simplices
no-degenerados de A" se pueden expresar como d;, ... d; tn, € (A"),_ para
algin 0 < k < n. Estas expresiones no son tnicas; las redundancias estan
dadas por las identidades simpliciales que satisfacen las composiciones de
caras. Los simplices degenerados en A™ estdn determinados formalmente por
los no-degenerados.

Para describir qué tipo de objeto es Sing(X) es 1til introducir una coleccién
de conjuntos simpliciales llamados cuernos.

Definicién 5.3. Para todo n > 0, definimos el (n,)-cuerno para 0 <i <n
como el subconjunto simplicial A7 C A™ determinado por todos los simplices
no-degenerados de (A"),,_1 excepto djty,.

Definicion 5.4. Un complejo de Kan S es un conjunto simplicial con la
siguiente propiedad: para todo n > 1y todo morfismo f: A} — S para
0 < i < n, existe una extensién f: A" — S; es decir, existe un morfismo
f: A" — S tal que f]A;z = f. Llamamos a f un relleno para f.

Un complejo de Kan K puede ser interpretado como un tipo de categoria
en donde la composicion de morfismos estd definida salvo “homotopias
coherentes” y en donde cada morfismo es invertible salvo homotopia. De
hecho, los elementos de Ky pueden ser pensados como objetos y un elemento
a = (a: A = K) € K (utilizando la identificacién 5.2) como un morfismo
de dia € Ky a dya € K. Dos morfismos componibles, es decir dos elementos
ay B en Kj tal que dga = d1 8, determinan un mapeo simplicial

aAB: A - K.
Como K es un complejo de Kan, existe un relleno

f: A2 5 K
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para o A 5. Entonces
dl
A5 A2 L g
determina un elemento de K7 que puede ser considerado como la composicion
B o a. Pero el relleno f no tiene por qué ser tnico, asi que esta composiciéon

no esta bien definida. Sin embargo, si f’: A? — K otro relleno para a A f3,
entonces [y f’ determinan un mapeo simplicial

h: A3 — K
tal que la restriccién de h a la cara dstg es f, la restriccién de h a la cara

1
dotz es f'y la restriccién de h a la cara dgig es A2 25 Al i K. Como K
es un complejo de Kan, existe un relleno

h: A3 5 K

para h. Entonces
INKUN NN e

determina un elemento de Ko que puede ser considerado como una homotopia
entre f y f’. Pero esta homotopia no es tinica y dada otra homotopia, por la
condiciéon de Kan, existe una homotopia superior en K3 relacionandolas y
asi sucesivamente. También note que cualquier elemento oo € K7 determina
un mapeo simplicial

io: A — K
tal que la restriccién de i, a la cara dats es o y la restriccién de i, a la cara

0 1
s d a .
dito es sodio: A1 5 A =5 A1 2 K. Como K es un complejo de Kan,
existe un relleno i,: A? — K. Entonces
d° i

AV S AT K
determina un elemento en K; que puede ser considerado como un “inverso
izquierdo” para « salvo la homotopia i,, si pensamos en sgdi como el
morfismo identidad en di« € K. Similarmente, podemos obtener un “inverso
derecho” para « salvo homotopia y ambos inversos estan relacionados por una
homotopia y estas homotopias estdn relacionadas por homotopias superiores
y asi sucesivamente.

El ejemplo mas importante de un complejo de Kan es el complejo singular
de un espacio topolégico.

Proposicién 5.5. Para todo espacio topoldgico X, Sing(X) es un complejo
de Kan.

Otro ejemplo de un complejo de Kan es BG para cualquier grupo G y los
rellenos en este caso son Unicos. En general, NC no es un complejo de Kan
para una categoria arbitraria C. Sin embargo, N C satisface la condicién de
rellenos para todo f: A = NCsi 0 < i < n y los rellenos en este caso son
Unicos.

Los conjuntos simpliciales que satisfacen la condicién de relleno de la
definicién 5.4 pero solo para 0 < i < n se llaman cuasi-categorias [Lur08].
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Una cuasi-categoria la podemos pensar como una categoria en la que la
composicién de morfismos esta definida salvo homotopias coherentes. Note
que sin poder rellenar los (n,0)- y (n,n)-cuernos no podemos concluir que
los morfismos (o los 1-simplices) son invertibles salvo homotopia.

5.2. Una equivalencia de teorias de homotopia. Las nociones de ho-
motopia y grupos de homotopia también pueden ser definidas en el contexto
simplicial.

Definicion 5.6. Sean fq, f1: S — S’ dos morfismos de conjuntos simpliciales.
Una homotopia simplicial de fo o fi es un morfismo de conjnuntos simpliciales

h: S x Al — ¢
tal que la composiciéon de morfismos
S8 x A0 M g AL R g
es exactamente f1_;: S — S/, para i =0,1.

Proposicién 5.7. Si K es un complejo de Kan, la relacion inducida en el
congunto sSet(S, K) por la nocién de homotopia simplicial es una relacion
de equivalencia para todo conjunto simplicial S.

Al igual que en el caso de espacios, denotamos por [S, K| el conjunto de
clases de equivalencia de mapeos de conjuntos simpliciales salvo homotopia
simplicial.

También podemos definir combinatéricamente los grupos de homotopia
para todo complejo de Kan. Sea 0A™ el subconjunto simplicial de A™ que
obtenemos removiendo ¢, € (A™),, (v sus degeneraciones correspondientes).
Si K es un complejo de Kan y v € Ky, definimos 7, (K, v) como el conjunto
de clases de equivalencia [« donde av: A™ — K es un mapeo simplicial que
colapsa todos los i-simplces de A™ C A™ a (spo...059)(v) € K; (para
0 <i<n-—1)y larelacién de equivalencia estd dada por homotopiaas
simpliciales h: A" x A — K que de la misma manera, colapsan todos los
simplices de OA™ x Al a la degeneracién correspondiente de v € K. La
estructura de grupo se define de tal manera que existe un isomorfismo natural
de grupos m, (K, v) = m,(|K|,v), para més detalles vea [Lur24, Tag 00V J].

Definicién 5.8. Sean S y S’ conjuntos simpliciales. Un mapeo f: S — S’
es una equivalencia débil de conjuntos simpliciales si para todo complejo de
Kan K, el mapeo de conjuntos

S K] =[S, K]

inducido por
(g: 8 - K)—(gof: S— K)

es una biyeccién.
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Proposicién 5.9. Sean K y K' complejos de Kan. Un mapeo f: K — K’
es una equivalencia débil si y solo si f induce un isomorfismo en grupos de
homotopia

Ta(f): (B, 0) = 1 (K, f(0))

para todo punto base v.

Note la analogia entre la Definicién 5.8 y Proposicion 5.9 con el Teorema
2.10.

Resumamos algunas de las construcciones y enunciados que hemos dis-
cutido hasta este punto. Tenemos dos categorias Top y sSet cada una con
una nocién de equivalencia débil. También tenemos una clase de objetos
especiales en cada categoria: los CW-complejos en Top y los complejos de
Kan en sSet. Tenemos dos funtores entre estas categorias

Sing: Top & sSet: | — |.

Para todo espacio topoldgico X, Sing(X) es un complejo de Kan y para
todo conjunto simplicial S, |S| es un CW-complejo. Claramente, estos
dos funtores no establecen una equivalencia (estricta) de categorias. En la
siguiente discusién explicaremos el sentido en que los funtores Sing y | — |
establecen una equivalencia de teorias de homotopia, es decir, estos funtores
resultan ser mutuamente inversos salvo equivalencias débiles naturales en
cada contexto.

Para un conjunto simplicial X, definimos un morfismo de conjuntos sim-
pliciales

nx: X — Sing(|X])

dado en nivel n por la funcién que envia un elemento x € X, a la funcién
(f:]A"| — |X]|) € Sing(]X|)» definida como f(t) = [(x,t)]. La coleccién de
morfismos nx define una transformacién natural

n: idsser = Singo | — |.
Dado un espacio topoldgico T', definimos un mapeo continuo
er: | Sing(T)| - T

como la funcién que envia [(f,t)] a f(¢) (donde f: |[A"| — T y t € |A"|). La
coleccién de morfismos ep define una transformacién natural

e: | — | o Sing = idtop.

Teorema 5.10. Para todo conjunto simplcial S y todo espacio topoldgico X,
los morfismos naturales

ns: S — Sing(|S|) v ex: |Sing(X)| - X

son equivalencias débiles en sSet y Top, respectivamente. En particular, todo
congunto simplicial es débil equivalente a un complejo de Kan y todo espacio
topologico es débil equivalente a un CW-complejo.
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5.3. Nervio topoldégico. Finalmente, terminamos comentando un poco
mas sobre la naturaleza categérica de un complejo de Kan. En el ejemplo 9
describimos un funtor

P: Top — Catrep

que, para cada espacio X, asocia una categoria enriquecida en espacios
topoldgicos P(X) tal que al tomar componentes conexos en los morfismos
obtenemos el grupoide fundamental de X (ejemplo 10). Por otro lado, el
funtor

Sing: Top — sSet

asocia a cada espacio X un complejo de Kan Sing(X). Siguiendo la discusién
previa a la Proposicién 5.5, podemos pensar Sing(X) como una categoria
cuyos objetos son los puntos de X (i.e. los elementos de Sing(X)p), mor-
fismos los caminos A' — X (i.e. los elementos de Sing(X);) y la regla de
composicién estd definida salvo homotopias coherentes dadas por mapeos
A™ — X (i.e. los elementos de Sing(X),) para n > 2.

Una pregunta natural es cémo las construcciones P(X) y Sing(X) estén
relacionadas. Se puede dar una respuesta a través del funtor nervio topoldgico

Nrop: Catyop — sSet

que describimos a continuacién.
Para cada entero k > 0, sea €[k] un objeto en sCat (es decir, un funtor
¢[k]: A — Cat) dado por

C[k]: [n] = C[k]n

donde €[k],, es la categoria con objetos {0,1,...,k} y con morfismos entre
dos objetos i,j € {0,1...,k} definidos de la siguiente manera. Si i > j,
entonces €[k], (7, j) es el conjunto vacio. Sii < j, definimos €[k],(7,j) como
el conjunto N (P; ), de n-simplices del conjunto simplicial N(P; ;) donde N
denota el nervio y F; ; es la categoria cuyos objetos son los subconjuntos U C
{0,1,...,k} tal que i,j € U y morfismos son inclusiones entre subconjuntos.
La regla de composicién en €[k], esta determinada por el funtor

Pj,l X Pi’j — PN
inducido por la unién de subconjuntos
UxVe—=UUV.

Dejaremos al lector la tarea de explicar como se deberia definir el funtor
Clk]: A? — Cat a nivel de morfismos. Ademds note que un morfismo
: [k] — [m] en A induce un morfismo €[f]: €[k] — €[m] en sCat. Podemos
pensar €[k] como una versién de la categoria [k] = {0 - 1 — --- — k} pero
agrandada con estructura adicional que nos permitird mantener un registro
combinatorio de homotopias superiores.

Si C € Catyop, definimos Sing(C) € sCat declarando que cada categoria
Sing(C)[n] tenga los mismos objetos que C y como morfismos el conjunto de
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n-simplices Sing(C(x,y)), para todo par de objetos x y y. Los funrotores de
caras

Sing(C)[n] — Sing(C)[n — 1]
y degeneraciones

Sing(C)[n] — Sing(C)[n + 1]
estan definidos de la manera evidente: identidad en objetos y caras y degen-
eraciones simpliciales en los morfismos.

Definamos Ntop(C) como el conjunto simplicial cuyo conjunto de k-

simplices esta dado por

N1op(C), = sCat(C[k], Sing(C)).

Para todo morfismo 6: [k] — [m] obtenemos una funcién

clo)*
NTop(C)m L) NTop(C)k

asi que Ntop(C) determina un conjunto simplicial y esta construccién define
un funtor Nop: Catrop — sSet.
Denotemos por
mo: Catyep — Cat
el funtor que aplica el funtor de componentes conexos a nivel de espacios de
morfismos.

Teorema 5.11.

(1) Para toda categoria enriquecida en espacios topolégicos C, N1op(C)
es una cuasi-categoria. Si todos los morfismos en mo(C) son isomor-
fismos, entonces N1op(C) es un complejo de Kan.

(2) Para todo espacio topolégico X existe una equivalencia débil natural
de complejos de Kan

vx @ Sing(X) — Ntop(P(X)).
En particular, el espacio topoldgico X puede ser recuperado funto-

rialmente, salvo equivalencia débil, de la categoria enriquecida en
espacios topoldgicos P(X).

Para maés detalles sobre el nervio topoldgico vea [Lur24, Tag 00KM] y el
primer capitulo de [Lur09].
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